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Впервые для изучения олигополии Бертрана–Эджворта (т.е. для изуче-
ния конкуренции между фирмами, когда стратегиями фирм являются це-
ны и при этом производственные возможности фирм ограничены) исполь-
зуется понятие слабого активного равновесия, введенное в 80-е гг. XX в.
Э.Р. Смольяковым. Найдены все симметричные слабые активные равно-
весия для основополагающей (хотя и сильно упрощенной) модели дуопо-
лии Бертрана–Эджворта, изучавшейся в 60-е гг. XX в. Бекманном. Ис-
следован вопрос существования несимметричных слабых активных рав-
новесий для этой модели.

Ключевые слова: дуополия Бертрана–Эджворта, некооперативная игра,
слабо экстремальный профиль стратегий, слабое активное равновесие.

DOI: 10.31857/S0005231024080052, EDN: WPFTBS

1. Введение

Хотя из-за своей простоты модель Бекманна [1] (см. также [2]) достаточно
далека от реальности, эта модель послужила отправной точкой для многих
последующих исследований олигополии Бертрана–Эджворта (см., например,
[3–15]). В классической постановке для олигополии Бертрана (когда страте-
гиями фирм являются цены, а задачей – максимизация прибыли) предполага-
ется, что после объявления цен фирмы смогут произвести столько продукции,
что будет удовлетворен весь спрос. Предположение об ограниченности произ-
водственных возможностей фирм (в таком случае олигополия Бертрана на-
зывается олигополией Бертрана–Эджворта) существенно изменяет ответ на
вопрос, какие стратегии будут выбираться фирмами в данной игре. То, что
при одних производственных возможностях фирм равновесия Нэша в чистых
стратегиях в модели Бекманна существуют, а при других – нет (и поэтому
Бекманн ищет равновесия Нэша в смешанных стратегиях), привело к тому,
что и во многих последующих работах по олигополии Бертрана–Эджворта

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Международного научного фонда эко-
номических исследований академика Н.П. Федоренко (проект № 2022-139).
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значительное внимание уделяется равновесиям Нэша в смешанных стратеги-
ях, при том, что практическое значение равновесий в смешанных стратегиях
для данных задач меньшее, чем равновесий в чистых стратегиях.

В настоящей работе показано, что если вместо равновесия Нэша исполь-
зовать слабое активное равновесие (равновесие Нэша является частным слу-
чаем этого равновесия), представленное в [16, 17], то равновесия в чистых
стратегиях в модели Бекманна существуют при любых производственных
возможностях фирм. Нет необходимости использовать для изучения этой мо-
дели дуополии равновесия в смешанных стратегиях. В настоящей работе в
явном виде дается ответ на вопрос, какие симметричные профили стратегий
являются слабыми активными равновесиями, а какие не являются. Иссле-
дован вопрос существования несимметричных слабых активных равновесий.
Подробнее об олигополии Курно и олигополии Бертрана см., например, [18].

Пусть каждый из индексов i и j принимает значения 1 и 2, i �= j. Иг-
рок i может выбрать свою стратегию xi из некоторого множества Di. Через
fi(xi, xj) обозначается выигрыш игрока i при профиле стратегий (xi, xj).

Опр е д е л е н и е 1. Профиль стратегий (x̄i, x̄j) называется слабо экс-
тремальным для игрока i, если для любой стратегии xi ∈ Di существует
стратегия xj ∈ Dj такая, что

fi(xi, xj) � fi(x̄i, x̄j).

Опр е д е л е н и е 2. Профиль стратегий (x̄i, x̄j) называется слабым ак-
тивным равновесием, если данный профиль стратегий является слабо экс-
тремальным для любого игрока.

Понятия слабо экстремального профиля стратегий и слабого активного
равновесия введены Э.Р. Смольяковым в 80-е гг. XX в.

Опр е д е л е н и е 3. Профиль стратегий (x∗i , x
∗
j) называется равновесием

Нэша, если при любом i

fi(x
∗
i , x

∗
j ) = max

xi∈Di

fi(xi, x
∗
j ).

Нетрудно увидеть, что любое равновесие Нэша является слабым активным
равновесием. Обратное, вообще говоря, неверно.

В разделе 2 настоящей работы приводится описание дуополии Бертрана–
Эджворта. В разделе 3 дается необходимое и достаточное условие того, что-
бы профиль стратегий был слабо экстремальным для одного из игроков при
малых производственных возможностях, а в разделе 4 такое же условие дает-
ся для больших производственных возможностей. В разделе 5 представлены
слабые активные равновесия и обсуждаются практические рекомендации.

2. Дуополия Бертрана–Эджворта

Рассматриваются две фирмы, которые производят однородный товар, за-
траты на производство считаются нулевыми. Производственные возможно-

77



сти фирм одинаковые, количество товара, которое может произвести каждая
фирма, обозначается через c, 0 < c < 1. Фирмы одновременно объявляют це-
ны, x1 ∈ D1 и x2 ∈ D2, по которым они будут продавать товар; D1 = D2 =
= [0, 1]. Функция спроса предполагается линейной:

q = 1− x.(1)

Это означает, что если фирмы объявили одну и ту же цену x, то количество
проданного товара определяется формулой (1). Тогда доход каждой фир-
мы составляет 0,5x(1− x) (предполагается, что в этом случае фирмы делят
рынок поровну). Если фирмы объявили разные цены, то сначала продает
товар фирма, объявившая меньшую цену, эту цену обозначим через x. При
x > 1− c из (1) следует, что q < c, поэтому количество товара, проданного
фирмой, равняется 1− x; в этом случае вторая фирма не продает ничего и
доход второй фирмы равен 0. При x � 1− c из (1) следует, что q � c, но из-
за ограниченности производственных возможностей количество товара, про-
данного этой фирмой, равняется c. Вторая фирма сталкивается с функцией
остаточного спроса следующего вида:(

1− c

1− x

)
(1− y),(2)

где y – цена, объявленная второй фирмой; т.е. вторая фирма в этом случае
может продать количество товара, определяемое формулой (2). Экономиче-
ский смысл такой функции остаточного спроса обсуждается, например, в [5].
Также в [5] дается сравнение (2) и другой возможной формы остаточного
спроса. Целью фирмы является максимизация дохода, который рассчиты-
вается как произведение цены и количества проданного товара. Поскольку
затраты на производство считаются нулевыми, можно исходить из того, что
количество товара, произведенного каждой фирмой, равняется c.

Таким образом, доход фирмы 1 рассчитывается по следующей формуле:

f(x1, x2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

cx1 пpи x1 < x2, x1 � 1− c,

x1(1− x1) пpи x1 < x2, x1 > 1− c,

cx1 пpи x1 = x2, x2 � 1− 2c,

0,5x1(1− x1) пpи x1 = x2, x2 > 1− 2c,

x1min

(
c,

(
1− c

1− x2

)
(1− x1)

)
пpи x1 > x2, x2 � 1− c,

0 пpи x1 > x2, x2 > 1− c.

(3)

Доход фирмы 2 равен f(x2, x1). Формально не исключается из рассмотрения
случай, когда какая-то фирма объявляет нулевую цену. Но оказывается, что
при рассматриваемой постановке задачи такой случай малоинтересен (в от-
личие от классической олигополии Бертрана).

Нетрудно показать (см. [1, 2]), что при 0 < c � 0,25 профиль стратегий
(1− 2c, 1− 2c) является равновесием Нэша. В соответствии с (1) это озна-
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чает, что спрос будет удовлетворен настолько, насколько позволяют произ-
водственные возможности фирм. Также нетрудно показать (см. [1, 2]), что
при 0,25 < c < 0,5 профиль стратегий (1− 2c, 1 − 2c) не является равновеси-
ем Нэша.

3. Слабо экстремальные профили при малых
производственных возможностях

В дальнейшем используется обозначение

μ = (1− 2c)c.

Лемма 1. Пусть 0 < c � 1
3 . Профиль (x̄1, x̄2) является слабо экстре-

мальным для фирмы 1 тогда и только тогда, когда f(x̄1, x̄2) � μ.
Дока з а т е л ь с т в о. Предположим, что f(x̄1, x̄2)� μ. Пусть 0� x1 � 1−2c.

Тогда при любом x2 имеем

f(x1, x2) = cx1 � (1− 2c)c � f(x̄1, x̄2).

Пусть 1− 2c < x1 � 1− c. Тогда, рассматривая предел слева, находим

lim
x2→x1−0

(
1− c

1− x2

)
x1(1− x1) =

=

(
1− c

1− x1

)
x1(1− x1) = (1− c− x1)x1.

Следовательно,
lim

x2→x1−0
f(x1, x2) = (1− c− x1)x1

в силу неравенства 1 − c − x1 < c. Поскольку функция
(
1− c

1−x2

)
является

непрерывной и монотонно убывающей при x2 < x1, для любого ε > 0 найдется
x2 < x1 такое, что

f(x1, x2) � (1− c− x1)x1 + ε.

Значение функции (1− c−x1)x1 при x1 = 1−2c равняется (1−2c)c. Функция
(1−c−x1)x1 является монотонно убывающей при x1 > 1−2c (в силу условия
c � 1

3), т.е. (1− c−x1)x1 < μ, поэтому можно выбрать ε так, что f(x1, x2) � μ
при некотором x2 < x1.

Пусть 1− c < x1 � 1. Тогда f(x1, 1− c) = 0 < μ.
Теперь докажем, что в случае f(x̄1, x̄2) < μ профиль (x̄1, x̄2) не является

слабо экстремальным для фирмы 1. Это так, поскольку f(1− 2c, x2) = μ при
любом x2.

Лемма 1 доказана.
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4. Слабо экстремальные профили при больших
производственных возможностях

В дальнейшем используется обозначение

ν =

(
1− c

2

)2

.

Лемма 2. Пусть 1
3 < c < 1. Профиль (x̄1, x̄2) является слабо экстре-

мальным для фирмы 1 тогда и только тогда, когда f(x̄1, x̄2) > ν.
Дока з а т е л ь с т в о. Предположим, что f(x̄1, x̄2) > ν. Пусть 0 � x1 �

� max(0, 1 − 2c). Тогда при x2 > x1

f(x1, x2) = cx1 � cmax(0, 1 − 2c) �
(
1− c

2

)2

< f(x̄1, x̄2).

Пусть max(0, 1 − 2c) < x1 � 1− c. Обозначим ε = f(x̄1, x̄2)− ν. Имеем

lim
x2→x1−0

(
1− c

1− x2

)
x1(1− x1) = (1− c− x1)x1.

Следовательно,

lim
x2→x1−0

f(x1, x2) = (1− c− x1)x1

в силу неравенства 1− c− x1 < c. Функция (1− c− x1)x1 достигает макси-
мума при x1 =

1−c
2 (внутренняя точка отрезка [max(0, 1 − 2c), 1 − c]); макси-

мум равен
(
1−c
2

)2. Поэтому при любом x1 ∈ (max(0, 1 − 2c), 1 − c] найдется
точка x2 < x1 такая, что

f(x1, x2) <

(
1− c

2

)2

+
ε

2
< f(x̄1, x̄2).

Пусть 1− c < x1 � 1. Тогда f(x1, 1− c) = 0 � ν.
Теперь докажем, что в случае f(x̄1, x̄2) � ν профиль (x̄1, x̄2) не яв-

ляется слабо экстремальным для фирмы 1. Достаточно показать, что
f
(
1−c
2 , x2

)
> ν при любом x2. Заметим, что при x1 =

1−c
2 выполняется усло-

вие max(0, 1− 2c) < x1 � 1− c, поскольку c > 1
3 .

Пусть x2 < x1. Функция f(x1, x2), рассматриваемая как функция аргумен-
та x2, является монотонно невозрастающей при x2 ∈ [0, x1). Как было уста-
новлено выше при доказательстве данной леммы, вблизи точки x1 функция
f(x1, x2) совпадает с функцией

(
1− c

1−x2

)
x1(1− x1) и, следовательно, явля-

ется монотонно убывающей. Поэтому

f(x1, x2) > (1− c− x1)x1 =

(
1− c

2

)2

.
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Пусть x2 = x1. Тогда

f(x1, x2) = 0,5x1(1− x1) =
1− c

2
× 1 + c

4
>

(
1− c

2

)2

,

поскольку c > 1
3 . Пусть x2 > x1. Тогда

f(x1, x2) = c
1− c

2
>

(
1− c

2

)2

,

поскольку c > 1
3 .

Лемма 2 доказана.

5. Слабые активные равновесия

Из (3) нетрудно увидеть, что при 0 < c � 1
4 выполняются следующие со-

отношения: f(x, x) = μ при x = 1− 2c и f(x, x) < μ при x �= 1− 2c; поэтому
в силу леммы 1 в этом случае единственный профиль стратегий (x, x), кото-
рый является слабым активным равновесием, – это (1− 2c, 1 − 2c); этот же
профиль стратегий является и равновесием Нэша.

Те ор ем а 1. Пусть 1
4 < c � 1

3 . Профиль стратегий (x, x) является сла-
бым активным равновесием тогда и только тогда, когда 1− 2c � x � 2c.

Дока з а т е л ь с т в о сводится к применению леммы 1 и проверке условия
0,5x(1 − x) � μ, которое эквивалентно условию 1− 2c � x � 2c.

Теорема 1 доказана.
При 1

4 <c� 1
3 симметричное равновесие в чистых стратегиях (1−2c, 1−2c)

найдено в [15], утверждение 4.3, и установлено, что других равновесий в без-
опасных стратегиях для этой игры нет. Однако из (3) очевидно, что при 1

4 <
<c� 1

3 для профиля стратегий (0,5, 0,5), который является слабым активным
равновесием, доход фирмы выше, чем для профиля стратегий (1−2c, 1−2c).

Те ор ем а 2. Пусть 1
3 < c < 1. Профиль стратегий (x, x) является сла-

бым активным равновесием тогда и только тогда, когда

1

2
− 1

2

√
1− 2(1− c)2 < x <

1

2
+

1

2

√
1− 2(1− c)2.

Дока з а т е л ь с т в о сводится к применению леммы 2 и проверке условия
0,5x(1 − x) > ν, которое эквивалентно тому, что x ∈ (a1, a2), где a1 и a2 –
корни квадратного уравнения 0,5x(1− x) =

(
1−c
2

)2.
Теорема 2 доказана.
Можно дать интерпретацию полученных результатов применительно к

реальному поведению фирм. При малых производственных возможностях,
когда c � 1

4 , как это следует из симметричного равновесия Нэша в чистых
стратегиях (1− 2c, 1 − 2c), нужно ориентироваться на верхнюю часть кривой
спроса и назначать цену 1− 2c. При бо́льших производственных возможно-
стях, c > 1

4 , как это вытекает из теорем 1 и 2, следует держать цену 0,5.
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Теоремы 1 и 2 относятся к симметричному случаю, т.е. к случаю, когда обе
фирмы объявляют одну и ту же цену x. Однако леммы 1 и 2 могут быть ис-
пользованы и для того, чтобы дать ответ на вопрос, существуют ли несиммет-
ричные слабые активные равновесия, т.е. профили стратегий (x̄1, x̄2), x̄1 �= x̄2,
которые являются слабыми активными равновесиями.

Те ор ем а 3. Пусть 0 < c � 1
4 . Тогда не существует профиля стратегий

(x1, x2) такого, что x1 �= x2, f(x1, x2) � μ, f(x2, x1) � μ.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть считается, что функция f (см. (3)) определена
не на единичном квадрате 0 � x1 � 1, 0 � x2 � 1, а на единичном квадрате
с вырезанным отрезком x1 = x2, т.е. игнорируются значения функции f при
x1 = x2.

Заметим, что при x1 < 1− 2c, x2 < x1 выполняется неравенство

c <

(
1− c

1− x2

)
(1− x1).

Поэтому на основании (3) для дохода фирмы 1 имеет место неравенство
f(x1, x2) < μ при x1 < 1− 2c, x2 �= x1. Аналогично для дохода фирмы 2 име-
ет место неравенство f(x2, x1) < μ при x2 < 1− 2c, x1 �= x2. Поэтому в даль-
нейшем при доказательстве теоремы будем рассматривать только стратегии
(x1, x2) для x1 � 1− 2c, x2 � 1− 2c.

Заметим, что при x1 > 1− 2c, x2 = 1− 2c выполняется неравенство

c >

(
1− c

1− x2

)
(1− x1),(4)

поэтому в данном случае f(x1, x2) = 0,5x1(1− x1); отсюда вытекает, что
f(x1, x2) < μ. При 1− 2c < x2 � 1− c, x1 > x2 также выполняется неравен-
ство (4). Поэтому f(x1, x2) < 0,5x1(1− x1) < μ. Аналогично f(x2, x1) < μ при
1− 2c � x1 � 1− c, x2 > x1.

Наконец, в силу (3) при x2 > 1− c, x1 > x2 выполняется f(x1, x2) = 0, и
аналогично при x1 > 1− c, x2 > x1 выполняется f(x2, x1) = 0.

Теорема 3 доказана.
В силу леммы 1 из теоремы 3 следует, что при 0 < c � 1

4 несимметричных
слабых активных равновесий нет. Расчеты показывают, что при бо́льших зна-
чениях c несимметричные слабые активные равновесия существуют. Пусть
γ – это отношение числа профилей (x1, x2), x1 > x2, которые являются сла-
быми активными равновесиями, к общему числу профилей (x1, x2), x1 > x2
(при использовании некоторой достаточно мелкой сетки). В таблице для неко-
торых значений c приведены γ.

Значения γ при различных c

c 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
γ 0,0063 0,1113 0,2059 0,2586 0,2684 0,2349 0,1506
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Рис. 1. Слабые активные равновесия при c = 0,4.
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Рис. 2. Слабые активные равновесия при c = 0,7.

Из рис. 1, 2 видно, что множество профилей (x1, x2), представляющих
собой слабые активные равновесия, состоит из части диагонали единичного
квадрата (симметричные слабые активные равновесия) и двух примыкающих
к этой диагонали лунок (несимметричные слабые активные равновесия).
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6. Заключение

Изучение олигополии Бертрана–Эджворта имеет большое практическое
значение. Именно такой подход используется в ряде стран властями при ана-
лизе политики в области конкуренции (см. [13]). В настоящей работе впервые
для изучения олигополии Бертрана–Эджворта применяется понятие слабого
активного равновесия. Использование данного понятия позволяет рассматри-
вать только равновесия в чистых стратегиях и не рассматривать равновесия в
смешанных стратегиях, как это приходится делать при использовании поня-
тия равновесия Нэша. Найдены все симметричные слабые активные равнове-
сия для модели Бекманна дуополии Бертрана–Эджворта, исследован вопрос
о существовании несимметричных слабых активных равновесий.

За исключением тех случаев, когда слабое активное равновесие совпадает
с равновесием Нэша в чистых стратегиях, слабое активное равновесие оказы-
вается не единственным. В связи с этим возникает интересный вопрос о суже-
нии понятия слабого активного равновесия, указании каких-то дополнитель-
ных свойств, чтобы выделить из всего множества слабых активных равно-
весий единственное. Таким сужением является, например, понятие сильного
активного равновесия, введенное в [17]. Однако, скорее всего, для олигополии
Бертрана–Эджворта последнее понятие не совсем подходящее.
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